Ministerul Educatiei Nationale si Cercetarii Stiintifice
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Barem de notare — clasa a V-a

Problema 1. Aflati ultimele trei cifre ale numarului nenul n, stiind ci prin impirtirea
lui 29-n la 250 obtinem restul 67, iar prin Tmpartirea lui 23-n la 200 obtinem restul 29.

Gazeta matematica
Solutie:
Din teorema Tmpartirii cu rest avem relatiile:

29n = 250X + 67 (1)
23n =200y +29 (2)

............................................................................ 1p

Inmultind relatia (1) cu 4 sirelatia (2) cu5 obtinem:
{116n =1000x + 268 (3)

Lo =000y 445 () e 2p
Scazand membru cu membru relatiile (3)si (4) obtinem:
[N =1000(X — Y) #1283 cvveeemmmreesnirtt ittt 2p
U,(N) =U,(1000(X — YY) +123) =123 ... it 2p
Problema 2. Si se determine ne N~ si cifrele a, b, ¢ stiind ci are loc relatia:
abc+2-abc+2%-abc +...+2" -abc = 22" - 2",
Solutie:
ADC(L+ 2+ 22 44 2" ) = 22 2 1p
L 24 2% 4 2 = 2 2p
2 2 = 2™ (2™ — L) 1p
BDC = 2" 1p
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Problema 3. Fie A o multime de numere naturale care indeplineste simultan conditiile:

a) 2eA3eA;
b) Daca x e A, atunci 4xe A;
c) Daca 5x—2¢e A, atunci xe A.

Aratati ca 26 A si 154 A.

Solutie:

2cA=4.2=8c A=>4-8=32c A=4-32=128€ A . 2p
128 =5:26—2E A5 26 € A oot 1,5p
3c6A=4-3=12c A=4-12=48c A=4-48=192c A=>4.192=768c A.........c........ 2p
T8 =5-154—2 € A=054 € A. .o 1,5p

Problema 4. Si se arate ci urmitoarele numere nu sunt pitrate perfecte:

a=2".3"42".3" neN si b=5%+5".

Solutie:

=28 (B4 2) =2 8" 5t 1p
ase divide cu 5 dar nuse diVIde CU 57 . ... ..o 1,5p
DeCi anu este Patrat PErfeCt. ........o.iieiiiirit i e 0,5p
U(D) =01 0,5p
D=5 (57 1) s, 0,5p
Observam ci 57 -5" <5 (5 +1) < (5 +1)-(5" +1) deoarece 57 <57 +1............... 2p
DECT (57) <D< (57 L) oot 0,5p

Cum b este cuprins intre doud patrate perfecte consecutive nu este patrat perfect. .............. 0,5p
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Barem de notare — clasa a VI-a

Problema 1. Fie a, b doud numere naturale nenule astfel incat 7 divide 2a+3b. Aritati ci

7 divide 4a%+5b2.

Gazeta matematica

2017 2016

Solutie:
7/2a+3b = 2a+3b=7k, kEN’ 2p
2a=7k-3b 1p
4a*=(2a)’=(7k-3b)*=M,+9b’ 2p
43%*+5b’= M,+9b%*+5b%*=M,+14b*=M, = 7/4a*+5b>. 2p
Problema 2. a) Aritati ca: =1__1 nkeN"
’ n(n+k) n n+k
b) Comparati numerele:
A= 424 Lyt
15 59 913 2013-2017
b= 4> 4 5 .45
T 16 611 @ 11-16 2011-2016
1 1 n+k—-n k
lutie:a) — — = = 2
Solutie:a) n n+k n(n+k) n(n+k) P
i 1,1 1 1 1 1 1
bja=-——-+-—"F+-——+ -+ ———— 1p
1 5 5 9 9 13 2013 2017
1
a=1-— PYT] 1p
1 1 1 1 1 1 1 1
b=-—-++-———+———+ —_—— 1p
1 6 6 11 11 16 2011 2016
1
b=1-— 2016 1p
1
Cum—— < ——=a>b 1p
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Problema 3. Punctele A, B, C, D apartin dreptei d, astfel incat 3AB=2BC, AB+BC=15 cm, iar
[BC]=[BD]. Calculati distanta dintre mijlocul segmentului [AD] si mijlocul segmentului [BC].

Solutie: Cazul I. Ordinea punctelor este D-A-B-C.

d
} : | : : i
D M A B N C
3AB=2BC = AB=2k, BC=3k, keN"
Cum AB+BC=15 cm = k=3, deci AB=6 cm si BC=9 cm 0,5p
[BC]=[BD] = BC=BD=9 cm
AD=BD-AB=9 cm - 6 cm=3 cm 1p
M mijlocul [AD] = AM = MD = ATD =15cm 1p
N mijlocul [BC] = BN = NC = == = 45 cm 1p
MN=MA+AB+BN=12 cm. 0,5p
Cazul I1. Ordinea punctelor este C-A-B-D
. . . d
A .
AD = AB+BD =15 cm 0,5p
M mijlocul [AD] = AM = MD = ATD =75cm 0,5p
N mijlocul [BC] = BN = NC = == = 45 cm 0,5p
AN =NC-AC=15cm 0,5p

MN= AM—-AN =6 cm. 1p
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Problema 4. in jurul punctului O se construiesc n unghiuri, astfel Tncat m(xAOA;)=1°,
m(@:AlOAz):ZO, m({A20A3):30, cee s m(<)EAn_1OAn):n°.

a) Care este valoarea cea mai mare posibila a lui n?

b) Pentru n maxim posibil, demonstrati ca <AsOA;4 este unghi drept.

c) Calculati, pentru acelasi n, masura unghiului format de bisectoarea unghiului ¥A;OA; si

bisectoarea unghiului <A;30A4.

Solutie:

a) 1942°43°+. . +n°<360° = @ < 360° = n=26° 2p

b) N=26° = M(AsOAL)= M(<AsOAg)+ M(LAOA)F. ..+ m(XA30AL)=6+7"+. .. +14°=90°

= <As0A, este unghi drept. 2p
c) [OM bisectoarea <A;0Az;= m(xA,OM)=m(<xMOA3)=1°30' 1p
[ON bisectoarea <A130A1,=> M(xA130N)= m(XNOA4)=7° 1p

M(XMON)= m(xMOAg)+ M(<As0AN)+. ..+ m(A0AR)+ M(XAzON)

= 1°30+4°+...+13°+7°=93°30". 1p
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Barem de notare — clasa a Vll-a

Problema 1. a) Determinati numerele naturale n, de patru cifre, astfel incat \fB«fo/H eN.

b) Comparati numerele \/?ﬁ si \/?E

Solutie:

a) \ISW:x/»\/«/S“-ZZ-n EN e 1p

Numarul obtinut se poate scrie si sub forma 5/34272n eN

Obtinem n=3"-2%"2 anumar natural impar si D e N"......cccooovvivieieceeeee e, 1p
Pentru a=b=1 obtinem N=3"-2° =81-64 =5184 - SOIUiC........cevevrvrrrrerirrrreann 0,5p
Dacd a=1, b=2 obtinem n=3"-2% > xyzt

Dacd a=3, b=1 0btinem N=32:2° > XYZt ......oomeeiieeeee e 0,5p

Deci unica solutie este n=5184.

b) Fie x:ﬁ%si y:\ﬁﬁ, atunci avem:
2 2 N
X2 :(\/Eﬁj _ 2 2By :(ﬁﬁj :(\/52) =32 1,5p

(xz)ﬁz(zﬁ)ﬁ:ﬂ@dszs si(yz)ﬁz(sﬁ)ﬁzyzg ............................. 2p

Obtinem X* < y*si cum X,y sunt numere pozitive, rezultd X <y. ...................... 0,5p
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Problema 2. a) Determinati (x;y)eNxN astfel incét J25 42y =33.

b) Se di numarul X = \/44...44—88...88 unde neN".
—_—

2ncifre ncifre

Aratati ca X este numar natural.

Solutie:

a) Dacai cel putin unul din numerele X siy este impar, expresia v2* ++/2” este numar

irational, deci N2 827 £33 oo, 0,5p
Deducem ca X si y sunt numere pare. Fie x=2n,y=2mcu m,neN. ..................... 0,5p
Egalitatea datd devine 2" + 2™ =33 ..o s .0,5p
33 este un numar impar, deci 2"si 2" au paritati diferite. .....................o 0,5p

Daca 2" =parsi 2" =impar=>m=0,iar 2"+1=33=2"=32=n=5

DECEX=T0 ST Y0 i 0,5p
Daca 2" =impar si 2" =par, solutia este X=0 $1y=10..........ccceevriririririnininininns. 0,25p
Problema are doud solutii: (10;0)si (0;10) .........ocooiiiiiiiiiiiininiie, 0,25p

b) Fie a=11...11.
| I

ncifre

Obtinem x:\/4-(a-10”+a)—8a ............................................................... 1p

x=\/4-(a-10"+a—2a)=2~\/a-(10"—1) ..................................................... 1p

- _ _ _ 2 _ _
Rezulta x=2- {a-g?];i.f.m99_2»\/a-9a_2 98 =2-3a=06a.......ccceitiiiiiiiii 1,5p

DECI X =06...86 . .ottt 0,5p

ncifre
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Problema 3. Tn trapezul ABCD, AB||CD (AB>CD), pe latura [AD] se ia un punct P, iar pe
latura [BC] un punct Q, astfel incat AQ || PC . Demonstrati cd PB|| DQ.

Solutie:

Fie ADNCB={E}

............................................................................................................ 1p
n AEAB,CDHABT-—TM@:E—C( ) et 2p
EA EB
- EP EC
IN AEAQ, PC || AQ — 5 —— = —(2) cetvierierreiseieeiesi s 2
sEAQ,PC||AQ TEG P
Impartind relatiile (1) si (2) membru cu membru obtinem:
ED _EQ 1rm
= >DQ [ PB oo s 2
EP EB Ql P
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Problema 4. Fie aABCcu m(<A)=90°,D e(BC),AD L BC si punctele M (AB),N (AC)

astfel incat MA-NA=MB-NC.
Demonstrati cd m(<«<MDN )=90".

Gazeta matematica

A
N
M
C
B
Solutie: D
MA-NA=MB-NC:>@:M () et 0,5p
MA NC
Presupunem cd [DN bisectoarea <ADC — 2= AD = NA (2) oo, 1,5p
CD NC
Presupunem c& [DM bisectoarea <ADB — 2 DB = MB () I 1,5p
DA MA
Din (2),(2),(3) = % = % (4) care trebuie demONSLIAtA. ............coueiieneiiieiieeiieeeieeiine e, 1p
AD DB . 5 a .
Dar ~AADB ~aCDA(UU) = D = DA = presupunerile facute sunt adevarate, tinand cont si de
unicitatea punctelor M si N care impart interior un segment in acelasi raport..........cccevcvveiiinenne. 2p

Obtinem m(<):MDN ) 000 e 0,5p
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Barem de notare — clasa a Vlll-a

Problema 1. a) Determinati numerele reale a,b,c stiind ca a® +b* +c® =14si 2a+4b+6c =28.

b) Fie t = (\/§+\/§)~(a\/§+b\/§), unde a si b sunt numere intregi. Daca t este numar

rational calculati x =albl+blal.

Solutie:
a) Din relatiile date obtinem: 2a+4b+6C=a>+b” +C° +14 ...coooevereererrierereeeeeeee, 1p
Relatia de mai sus se scrie: (a2 —2a +1) + (b2 —4b+ 4) + (02 —6C+ 9) =0 e 1p
Rezultd: (2—1)" +(0=2)" +(C=3)" = 0 eccerrrrrrrrrereernrsssssssssssssisiessssssssseesessssssssssssnne 1p
Cum fiecare termen al sumei este nenegativ =>a—-1=b—2=c—-3=0. ...ccccercrrrrrevrrurns 0,5p
DECE: A= D=2, C =3, i araa e 0,5p
b) Numarul dat se scrie: t=(2a+3b)+\/6(a+b) ........................................................ 0,5p
Rezultd: 6 (a-+D)=1—(28+3D) i 0,5p
Deoarece membrul drept al egalitatii este numar rational = \/E (a + b) €EQ i, 0,5p
Cum(a+b)eZ$iJgeﬂ&—Q:>a+b:O:>b:—a .................................................... 1p

Obtinem X =al—al =@l = 0 ..o 0,5p
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Problema 2. Rezolvati ecuatia:

2 2 2 2
x“+1 + 2x°+1 3x°+1 2015x“+1 = 2015.
2 3 4 2016
Solutie:
Ecuatia data este echivalenta cu:
("2“ — 1) + (2"2“ - 1) + (3"2“ - 1) Foet (k"2+1 - 1) =0 e 2p
2 3 4 2016
Dupa efectuarea calculelor in fiecare paranteza obtinem:
Kol mm2 3xPo3 L 20SK2I5 1p
2 3 4 2016
Scoatem factor comun la numaratori, unde este cazul, si obtinem:
Kol 200D ) 36 200500 1p
2 3 4 2016
Scoatem x? -1 factor comun si avem:
1 2 3 2015
(xz—l)(—+—+—+---+—)=0 ............. 1p
2 3 4 2016
Dar al doilea factor este un numar pozitiv, fiind o suma de numere strict pozitive. .......... 1p

Deci X>-1=0 = x==+1

Obtinem: S={L,-1} 1p
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Problema 3. Tn varful D al dreptunghiului ABCD se duce perpendiculara pe planul acestuia,
pe care se ia un punct M. Fie AC n BD = { 0} si [ON este bisectoarea <M0OC, Ne(MC).
Consideram un punct PE(MA) astfel incat proiectia lui P pe dreapta ON este punctul O.

Dacia AB=4cm, BC=3cm si d(M, AC)= % V2 determinanti:

a) masura unghiului dintre PN si planul (ABC);
b) distanta de la punctul D la planul (MAC).

M

Solutie:

a) m(<«AOP)=180°—-90° —m(<«NOC)=90°—m(<«NOM ) = m(<«POM ) = [OP bisectoarea

Aplicand teorema bisectoarei in triunghiurile MOC respectiv MOA obtinem:

MN MO . MP MO

= TSPV = e —————————— 1p

NC OC PA  OA

Dar OC =0A= N _MP_ rem oy AC e, 0,5p
NC PA

Cum PN || AC,AC = (ABC)=> PN ||(ABC)=>m<x[ PN,(ABC) |=0°.......covrrrrrrrrrrrrrrre 0,5p
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b) Fie DQ 1 AC. Cum MD 1 (ABC),DQNAC ={Q}—=>MQ LAC ..........coovrn..n. 1p

Avem DQ L AC,MQ L ACsi fie DS L MQ,MQNAC ={Q}—*=DS 1 (MAC)

Rezultd c& d[ D,(MAC) [=DS ... 1p
N . . . ) 12

In AADC folosind T.P si T.h,obtinem: AC =5 si DQ ZE ................................... 1p
n AMDQ:>cosQ=|\[/)I—g:>cosQ=%:>m<r(MQD)=45° ................................. 0,5p

aMDQ dreptunghic isoscel in D si cum [DS]indl{ime = [DS ] mediana.
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Problema 4. Fie cubul ABCDAB'C'D'. Consideram punctele E e (BD) astfel incat
BD =4DE si E' € (B'D’ astfel incdt D'E’=3B’E’. Daca M, N, P,Q sunt mijloacele muchiilor
AB,BC,D'C’, respectiv A'D’, aratati ca:

a) Planele (EPQ) si (E'MN) sunt paralele;
b) Daci BD'N(E'MN)={T} si BD'~(EPQ)={T'}, atunci TT =2BT.

Gazeta matematica

Solutie:
Dl P )
\
i !
L ,
Q ! o
v ’
1 A 1
A ! M | ,
T Y 1 B
! N 1
| 1
T FRN .
| [IN |
1 1 AY 1
1 1 AY 1
1 \ \ \
1 1 \ [
1 | N 1
| | |
! | \\ |
| | \ 1
1 1 \ 1
1 1 \ 1
1 | \ 1
1 1 \\ [
1 | 1
1 1 Nt
L it
\
1 | \
D":"'T """"" r\T' """""""" -~ C
. ‘~\| (I S
L ~ie \ \\_ _4--
< Lx-
E ST \ --7'N
_-=2%0 1 N
- O Set e
_--" _ \
---" --" ~
A o= =" c \\B

a) Fie MNNBD={F},QPNBD ={F}, ACNBD={0},ACNBD ={O}.
In aABC,[MN] linie mijlocie = MN || AC(1). Analogin aAAD'C = QP || AC (2)...ccocc.e. 1p

Din relatiile (1),(2) si cum AC || AC => QP || MN (3) cccovvvrrsnriseenseessnsssene s e 0,5p



Ministerul Educatiei Nationale si Cercetarii Stiintifice
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

in aABC,[MN] linie mijlocie, [BO]cevianda —®— F mijlocul [BO].......ccccueurrscrrsccen 0,5p

Analogin AADC' obtinem F mijlocul segmentului DO ..........occomoemrevveeeereeeseeeeeeeccessenee s 0,5p

Din B'E':Ej B'E':E:ﬁ: E" mijlocul [ui [B'O"] .o 0,5p
3 4 2

cumpe=E2 2P0 _DO_ MIJIOCUL U [DO] oo 0,5p
4 4 2

Obtinem EF =E'F'si cum EF || E'F'= EFE'F 'paralelogram EF'||E'F (4).............. 1p

Din relatiile (3) si (4), obtinem conform teoremei planelor paralele ca (EPQ)|| (E'MN ) ..0,5p

BD NEF={T},EFc(EMN)=T e(EMN)

b) Avem:
BD'NEF ={T'} EF c(EPQ)=T (EPQ) 05p
In oBET,TF ||T'ET-—T“>BT B B T T ] 1,5p

TT FE 2BF 2



